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Za pocCetak, podsecéanje, posmatrajmo diskretan periodi¢an niz sa periodom N
0]
Diskretan niz.
Niz vrednosti, brojeva.
Definisan redosledom, nema vremensku dimenziju.

Pitanje da li je moguce predstaviti bilo koji ¢lan niza preko harmonijskih komponenti

ko+N-1 . 2
x(n)= Y. X(K)e"* gde je Q =N

k=K,
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e’™®  period N
niz period N, x(n)=x(n+N)
X(k)=X(k+N)

x(n) = Nix(k)é”“

Furijeov red

N-1 )
1 D x(n)e 1

X®=y2
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Posmatrajmo kontinualan periodi¢an signal sa periodom T
| diskretizovan signal koji je dobijen odabiranjem sa periodom Ts

x(t)= 3 X(kap)e™ gde je wozle
k=0

X (k) = % [ x(t)e Tat
T

| diskretizovan signal koji je dobijen odabiranjem prethodnog signala sa
periodom Ts

0

X,(t)= D> x(nT,)s(t—nT,)

n=—o

Ako je ponovo dobijen periodican signal sa periodom T=N Ts, gde je N ceo broj

X, (keay) = le X, (t)e T dt = le'( i x(nT,)s(t— nTs)je‘j"’“ﬂ‘dt
T

T \n=—%
N

i =
Tn:O

l .
x(nT, gtk
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Spektar diskretizovanog perodi¢nog signala je periodi¢an sa periodom 2m

: 27 .21
JkanT, = Jk?nTs = JkWn

A to odgovara ucestanosti

J(k+N)o,nT, = jkaopnTg + jNo,nTg = jkaonT + jo nT
gde je

2z 2

o, =—=Na,=N—
T T
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N-1
Diskretan periodican niz X (k) = i X(n)efjknﬂo
N =%
1 S — jkeonT,
Diskretizovan periodican signal X (kay,) = ?ZX(HTS)G Jeonts
=
1 N B W N-1 k2% T Nt B
X(K)=—3 x(me ™ =23 x(mye N = =3 x(n)e e
N n=0 605 n=0 T n=0

Xp(ka)o)z_l_ix(k)

S
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Teorema odabiranja

0

X, ()= D x(nT)s(t—nT,)

N=-o0

X, (j0) == 3 X(j(o-ka,)

T =
Y. (jo) = X (jo)H (jo)

T

. |ol<a
0

Coh()=

(4

T, sin( a,t)
Pl

H(jw) =7 H(jw)={

0

Y, (©) =X, () *h(t) = > x(nT)h(t—nT,)

n=-ow

sin( w, (t—nT,))

a)cTS N
Yy (t) = 7 Z X(nTs) o, (t — nTs)

n=—o0
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X(@)=X()= Y e ™

Period 21t h=—o0
Odabiranje u spektru sa N ekvidistantnih tacaka u opsegu
2r

0,2 AQ=""
(0,27) N

o

X(Eky=> xnle”*™, k=012...N-1

n=—o
Malo matematike
-1 -1 2N-1
1\, k)_ + Zl I’T]é J2mkn/ 7\/+Z I’T]é Jj2rkn/N +Z i’l@ -2 *1:]\71”\/_‘_ =
n=—N n=0 n=N
% IN+N-1 _
— Z Zx[n]e—jhrhul\i
[ E——— nsan—IN
N-1| =
XER=>| > xn-IN]|e?™N k=012, ,N-1
n=0[Il=—=
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N-1 =
1 XGEh)=Y | D an-IN] e PN k=012, N -1
n=0[=x

Pretpostavimo da je ovaj signal periodi¢an sa periodom N

o N-1
x,[n]= Z x[n—IN] ZC e/ /N - =012,...,N-1
}:—3"
1 V-1
2 — > x,[nle >N k=012, ,N-1
N
n=0
1 5
1i2 Cr. =¥X(%k), k=0,l,2,...,N—l

odnosno

k) LJ2mhkn/ 1'\“1 n:O_JLZﬁ,,,,jV—l

1\4
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1 N-1 ‘ .
x,[n]= v > X3 k)™ /N n=012,..,N-1
Y k=0

Znaci ako u frekventnom domenu odaberemo N tacaka moZemo rekonstruisati neki
periodican signal sa periodom N

Koji su uslovi da tu “bude” signal x(n)
1 X,(n)  periodi¢no produzenje x(n)
2 X,(Nn) u periodi N se nalazi orginal x(n)

3 X(n) ograni¢enog trajanja

N vece od trajanja tako da ne dolazi do preklapanja u vr.emenskom domenu
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x[n]

xp[n]

T

-2 0 2 4 6 8 10 12 14 16 n
(©)

Slika 4.1 Periodi¢no produzenje konaé¢ne sekvence: (a) originalna sekvenca, L = 5, (b) produzenje bez
preklapanja, L <N =6, (¢) produZenje sa preklapanjem, L > N =4,
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Isto ovo na drugi nacin

N-1
nl=—=Y X(&k)e>™N, n=012,..N-1
N k=0
N-1[ 1 N-1 ) ]
X(@JQ)= Z{ZX(?k}ejlnhi/N}eJﬂn
n=0| 4V k=0
. N-1 1 N-1 (Q—27k/)
Xej_ — X Z_J;rk . e—j —2nk/N)n
(") AZO (55 VZQ
P(Q)zigeﬁﬂn — 1 l_eﬁQN =LSI'H(QEV/2) e*JQ(N—l)/z
N& N 1-e® N sin(Q/2)

f
4 F

N-1
X ()= Zx(zik]P(Q—z—“kJ
=N N
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1 Asin(Nev2)INsin(o/2)]
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Slika 4.2 Interpolaciona funkcija u frekvencijskom domenu sin(QN/2)/[Nsin(€2/2)].

VoL k=0
o) ! |
N )10, k=12--.N-1
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Moguce je rekonstruisati periodi¢nu sekvencu i njen spektar iz
ekvidistantnih odbiraka u spektralnom domenu

L duZina aperiodi¢ne sekvence

N broj odmeraka u spektralnom domenu

N-1 )
DFT X[k]= X[ 2\’; k) = > anle ™Yk =012,.,N~1
) 1=0

l 1\/?*1 2TE 2 A /V

TR/ L 1

IDFT x[n]=/— X(’—k)ef o mn=012,..,N-1
NET\N
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Matric¢ni oblik
DFT Xy =Wyxy
11 1 1
1w w3 Wl
N N N .
I'VN — 8*12'1;‘1\

Wy =1 Wi wy o WY gde je

1 ”.'.e'v—l ”"7\:;('\— )] ”,—7{;\'- D(N-1)

_ ]- x
IDFT Xy = Wy'Xy = ~ WXy

4

W,Wy =NI,
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OSOBINE
Linearnost: ax,[n] + ax, [n](LaXl[k] +aX,[k]
Periodi¢nost: X[kl= X[k+ N]
Konjugovana kompleksnost: x2S XN -k

X[k]=X"[N-k]
Xplk]= XN —k]
X, [k]=-X,[N-k]
| XTK]| = |XIN - k]|

arg( X[k]) = —arg( X[N - k])
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OSOBINE

x[n] = x[-n]= X[k] je ¢isto realna sekvenca

x[n] = —x[-n]= X[k] je ¢isto imaginarna sekvenca

Osobine periodi¢nosti 1 simetrije DFT su veoma vazne zbog toga §to omogucavaju da se za
realnu sekvencu x[n] izradunavaju samo vrednosti H[k]za 0<k < N/2, koje odgovaraju
vrednostima H(e/®)za 0<o <.
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Ratunanje linearne konvolucije preko DFT
V[n] = x[n]*h{n]
Ny=Ny+Ng-1
DFT sekvence y[n] u N, tacaka
Ylk]=X[k]H[k], 0k < Ny-1
DFT spektri X[k]1 H[k] moraju takode biti izracunati u Ny
sekvence x[n]1 A[n] moraju biti dopunjene sa izvesnim brojem nula

.E\F:',-=.LVY_I-=J\T‘Y+_EV'H_1_JF, ?=.f A—"‘VH

Digitalna obrada signala
Diskretna Furijeova transformacija

Frekvencijske karakteristike DFT

Jjn ejl nhF[F,

X[n]=e
F nije ucestanost u kojima se racuna DFT

Fs/F nije celobrojna vrednost,
ili N ne odgovara periodi¢nosti ulaznog signala

\nenulte vrednosti svih elemenata DFT sekvence

prema Parsevalovoj teoremi

energija izratunata u vremenskom 1 frekvencijskom domenu

mora bit1 ista
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l—e /2 n(k{N-F/F;)N

N-1
X(k.,F) — Ze_ﬂranst H/j;ﬂ' —

n=0 l-e

©, =2n(k/N -F/F))

—j2n(k/N-F/[F)

X(0,
(©0) sin(©, /2)

/ |X(k,F)/N| (dB)
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Slika 4.5 Amplitudska karakteristika DFT za slu¢aj N =8, k =3.
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Slika 4.5 Amplitudska karakteristika DFT za slu¢aj N =8, k =3.

Amplitudska karakteristika k-tog elementa DFT ima maksimalnu vrednost za ucestanosti u
okolini ®; =0, tj. F=kF,/N (glavni luk). i ima nule na u¢estanostima F = (k—r)F,/N, r #0.
Delovi karakteristike izmedu nula (bo¢ni lukovi) su manje, ali ne beznacajne amplitude. Ova
pojava se naziva curenje spektra 1 rezultat je direktne primene DFT na sekvencu x[n]. Spektralno
curenje je nepozeljna osobina koja utice na kvalitet analize spektra. Da bi se smanjilo spektralno

curenje primenjuju se razne modifikacije sekvence x[n] koje ¢e biti opisane u narednom izlaganju.

Prozorske funkcije

10
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Slika 4.5 Amplitudska karakteristika DEFT za slucaj N =8, k=3.

Sa slike 4.5 moze se uociti da je Sirina glavnog luka dvostruko veca od frekvencijskog
razmaka DFT odbiraka. To znaci da ¢e se glavni lukovi amplitudskih karakteristika susednih DFT
odbiraka preklapati sa jednom polovinom svoje Sirine. Kao posledica te ¢injenice, ako spektralna
komponenta ulaznog signala pada u region preklapanja dve susedne koponente, njena amplituda ne
moze biti precizno detektovana jer ¢e proizvesti znacajne vrednosti dva DFT odbirka. Slabljenje
amplitude spektralne komponente zbog curenja u druge DFT odbirke naziva se scalloping loss ili
picket-fence effect.
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Frekvencijska selektivnost DFT se definiSe kao sposobnost razdvajanja komponenata u
spektru ulaznog signala. Komponente koje pripadaju glavnom luku ne mogu se razdvojiti. Dakle,
selektivnost DFT zavisi od broja tacaka u kojima se izracunava DFT ali 1 od na¢ina modifikacija
ulazne sekvence radi smanjenja spektralnog curenja jer takva modifikacija uti¢e na Sirinu glavnog
luka.

Na kraju, definiSimo i ekvivalentni propusni opseg suma (engl. equivalent noise bandwidth -
ENBJV) koji se definiSe kao propusni opseg idealnog filtra koji propusta beli Sum, ¢ija je snaga
jednaka snazi belog Suma na odgovaraju¢em DFT izlazu. ENBIV moze posluziti kao mera za
kvalitet raznih modifikacionih funkcija ulaznog signala.




